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Продолжены исследования накрывающих отображений частично упорядоченных про-
странств, начатые в работах A.V. Arutyunov, E.S. Zhukovskiy, S.E. Zhukovskiy (Topology
and its Applications. 2015. V. 179. № 1. P. 13–33; 2016. V. 201. P. 330–343). Для многознач-
ных отображений получены условия сохранения свойства упорядоченного накрывания
при антитонных возмущениях.
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Одним из интенсивно развивающихся направлений современного анализа является теория
накрывающих отображений. Фундаментальные результаты о накрывающих отображениях в
линейных нормированных и метрических пространствах получены в работах Е.Р. Авакова,
А.В. Арутюнова, Б.Д. Гельмана, Л.М. Грейвса, А.В. Дмитрука, А.Д. Иоффе, А.А. Милютина,
Б.С. Мордуховича, Н.П. Осмоловского, А. Удерзо и других авторов. В связи с темой насто-
ящей работы отметим, что утверждения об устойчивости к липшицевым возмущениям свой-
ства накрывания многозначных отображений метрических пространствах получены в работах
[1]–[3]. В последние годы возник интерес к распространению понятия накрывания на другие
классы пространств. Накрывающие отображения пространств с векторнозначными метрика-
ми рассмотрены в [4]–[6]. В работах [7]–[10] предложен аналог понятия накрывания для отоб-
ражений частично упорядоченных пространств, доказаны теоремы о точках совпадения для
однозначных и многозначных отображений, частными случаями которых являются классиче-
ские принципы неподвижных точек. В [11] получено утверждение об антитонных возмущениях
упорядоченно накрывающих однозначных отображений. Здесь предлагается аналогичный ре-
зультат для многозначных отображений упорядоченных пространств.

Частично упорядоченное пространство, т. е. множество X с заданным на нем порядком ≼
обозначаем через X =(X,≼). Для элементов u, v ∈X и множества U ⊂X будем обозначать

OX(u)
.
= {x∈X : x≼u}, OX(U)

.
=
∪
u∈U
OX(u), [v, u]X

.
= {x∈X : v≼x≼u},

OoX(u)
.
= {x∈X : x≺u}, OoX(u)

.
= {x∈X : x≽u}.

Используем также обозначения x≼ u в случае, если u≽ x, и x≺ u или u≻ x, если x≼ u,
x ̸=u.
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Пусть заданы пространства (X,≼), (Y,≼). Многозначное отображение F :X⇒ Y назы-
ваем изотонным на множестве V ⊂X, если для любых x, x′ ∈ V таких, что x′ ≼ x и для
любого y ∈F (x) существует y′ ∈F (x′), удовлетворяющий неравенству y′≼ y. Отображение
F :X⇒Y называем антитонным на V ⊂X, если для любых x, x′ ∈V, x′≼ x и любого y ∈
∈ F (x) существует y′∈F (x′), удовлетворяющий неравенству y′≽ y. Изотонное (антитонное)
на всем X отображение называем изотонным (антитонным) (не упоминая множество X ).

В [8], [10] введено следующее
О п р е д е л е н и е 1. Говорим, что отображение F :X⇒Y упорядоченно накрывает или

является упорядоченно накрывающим множество W ⊂Y, если для любого x∈X выполнено
включение

OY
(
F (x)

)
∩W ⊂ F

(
OX(x)

)
.

Отображение, упорядоченно накрывающее все пространство Y, называется упорядоченно на-
крывающим.

Из приведенного определения следует, что отображение F :X⇒ Y упорядоченно накры-
вает множество W тогда и только тогда, когда выполнено соотношение

∀x ∈ X ∀ y ∈ F (x) ∀ y′ ∈W y′ ≼ y ⇒ ∃x′ ∈ X y′ ∈ F (x′) & x′ ≼ x.

Устойчивость свойства упорядоченного накрывания при антитонных возмущениях пони-
мается следующим образом. Пусть задано отображение Υ:X2⇒Y, которое по первому аргу-
менту является накрывающим некоторое множество. Устойчивость свойства накрывания озна-
чает, что если по второму аргументу отображение Υ антитонное, то отображение F :X⇒Y,
определенное соотношением

F (x)
.
= Υ(x, x) ∀x ∈ X, (1)

накрывающее. Этот подход к проблеме устойчивости накрывания в метрических простран-
ствах был предложен в [1], где рассматривалось однозначное отображение Υ двух аргументов,
являющееся по первому из них (метрически) α -накрывающим, а по второму β -липшицевым,
и утверждалось что отображение F будет α−β -накрывающим. Соответствующий результат
для многозначных отображений получен в [12]. Такая трактовка устойчивости свойства на-
крывания является естественным обобщением подхода к трактовке этой проблемы в линейных
пространствах: известная теорема Милютина [13] о липшицевых возмущениях накрывающего
однозначного отображения, действующего в линейное метрическое пространство утверждает,
что разность α -накрывающего и β -липшицева отображений является α− β -накрывающим
отображением.

По отображению Υ:X2⇒Y и элементу y′∈Y определим множество SX(Υ, y′) всех цепей
S⊂X таких, что

∀x∈S ∃ y ∈Υ(x, x) y≽ y′,
∀x1, x2 ∈S x1≺x2 ⇒ ∃ y ∈Υ(x1, x2) y≼ y′.

Т е о р е м а 1. Пусть при любом x∈X отображение Υ(·, x) :X⇒Y упорядоченно накры-
вает множество W ⊂ Y ; отображение Υ(x, ·) :X⇒ Y является антитонным на множе-
стве OoX(x); для любого y′ ∈W любая цепь S ∈SX

(
Υ, y′

)
ограничена снизу и имеет такую

нижнюю границу ω ∈X, что существует элемент y ∈Υ(ω, ω), удовлетворяющий неравен-
ству y ≽ y′. Тогда определенное соотношением (1) отображение F :X ⇒ Y упорядоченно
накрывает множество W ⊂Y.
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The study of covering mappings of partially ordered spaces, initiated in the works of
A.V. Arutyunov, E.S. Zhukovskiy, S.E. Zhukovskiy (Topology and its Applications. 2015.
V. 179. №1. P. 13–33; 2016. V. 201. P. 330–343), is continued. For multi-valued mappings,
the conditions of preserving the property of ordered covering under antitone disturbances
are derived.
Key words: partially ordered spaces; multi-valued covering mappings; antitone disturbances
of ordered covering mappings
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